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数控系统切割中拐角NURBS插补
处理算法

摘要：针对目前复杂零件的高速、高精加工需求，提出一种拐角处
NURBS样条处理方法。算法可在满足轮廓加工精度的前提下，将拐角
处的尖角用NURBS样条插补出来。该方法通过对基函数求一二阶导，
计算曲线曲率，确定拐点位置，根据弓高误差计算拐点处能达到的最大
速度。插补时，结合速度规划，根据一阶泰勒展开反算插补点，代入样
条解析式求出插补坐标，完成拐角处NURBS轨迹插补。与原始轨迹相
比，该算法在拐角处速度大于原始轨迹速度，由速度曲线可看出能更快
完成切割任务。由插补结果来看，采用该方法后，轨迹在精度范围内，
且能够保证原始轨迹形态。所以该方法在保证精度和速度连续的前提
下，可有效提高切割速度，提高加工效率。
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Abstract: Aiming at the high speed and high precision machining 
requirements of complex parts, a corner NURBS spline processing 
method is proposed. The algorithm can interpolate the sharp corners 
with NURBS splines, which is satisfying the accuracy of contour 
machining. By calculating the first and second derivatives of the basis 
function, the curvature of the curve is calculated, the position of 
inflection point can be determined, then the maximum velocity can be 
reached at the inflection point is calculated according to the error of the 
bow height. During the interpolation process, the interpolation points 
are calculated in reverse according to the first-order Taylor expansion, 
and the interpolation coordinates can be obtained by substituting the 
analytical expression of splines to complete the NURBS interpolation 
of the corner. Compared with the original trajectory, the speed of the 
algorithm at the corner is greater than the original speed, and it can be 
seen from the velocity curve that the algorithm can complete the cutting 
task faster. According to the interpolation results, the trajectory is within 
the precision range and can guarantee the original trajectory shape. 
Therefore, this method can effectively improve the cutting speed and 
machining efficiency on the premise of ensuring the accuracy and speed 
continuity.
Key words: NURBS spline; Corner; Interpolation; Contour error; CNC 
system
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1　引言

在数控加工过程中，必然存在复杂轨迹的切割任
务。如果数控系统直接按照NC代码编写的指令进行切
割，不对相邻两段轨迹连接处的拐角做处理，定会造成
数控机床电机的频繁起停，对机床冲击大，并且难以提
高切割效率[1]。

针对这一问题，国内外已有不少研究人员进行了
研究。Zhang Lixian[2]等人提出利用线性加减速模型，
根据机床能够达到的最大加速度，计算出在拐角处的最
大速度，该方法提高了加工效率，但不能保证拐角处的
精度。李冬冬[3]等人对速度和加速度进行三次滤波，生
成高阶平滑的速度和加速度，实现平滑转接并能控制拐
角的轮廓误差。该方法考虑单轴轨迹速度，并要做三次
卷积，且滤波时间等参数的选取会影响位置的同步和路
径跟踪的效果。王勇[4]等通过缝合拐角转接轮廓的中点
来形成新的过渡路径，通过跳读限制轨迹加速度变化，
达到平滑转接的目的。该方法的效果和驱动器的性能及
参数选取有关。李文森[5]等提出用羊角曲线过渡拐角的
方法，确定光顺直线长度和敏感点速度，结合速度规划
生成插补指令。戚克强[6]通过调整参数，合理地调用编
程指令，实现了轨迹内拐角加工路径之间速度的衔接和
轨迹的平滑过渡。但这种方法需要合理地调整机床参
数，且对指令编写有要求，对加工人员的经验要求高，
所以达不到系统的智能化要求。ZhanMe[7]等人另一种
方法是在拐角处拟合出符合精度的样条曲线，实现轨迹
和加工速度的平滑过渡。但该方法对速度规划模型要求
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较高。潘海鸿[8]等将NURBS样条应用于复杂轨迹插补
中，提出自适应加加速度NURBS样条插补算法，从速
度连续性出发，实现轨迹的平滑和高精度加工。参考这
篇文章的方法，本文把NURBS样条的插补算法应用在
拐角中，处理拐角处速度为零带来的电机频繁起停问
题，并利用NURBS样条解析式确定、易于分析、计算
稳定且速度快的特点，保证拐角处轨迹的平稳过渡和精
度可控。

2　NURBS样条拐角过渡模型

2.1　NURBS样条拐角过渡模型
NURBS样条拐角过渡模型如图1所示。
 

图1  NURBS拐角过渡模型
对于两段相邻线段，在连接处用NURBS样条p(u)

过渡，图中所示P0，P1为过渡样条与原始线段的切点，
即样条起点。Q为样条p(u)的顶点，P1为原拐角顶点。
采用NURBS样条过渡拐角时，控制顶点选取线段上若
干点，权重和节点矢量根据控制点的选取和拟合精度灵
活变化。

根据模型可以看出，对应原轨迹拐点P1，过渡样条
拐点为Q，是样条上曲率极大值点，该点处为局部速度
最小值点。首先，需要确定拐点处对应的参数，那就需
要确定样条上各点曲率，找到曲率极大值点。其次，确
定参数后，根据弓高误差计算符合精度的过渡速度。最
后，结合速度规划模型，利用泰勒一阶展开反算插补点
坐标，完成拐角处的样条插补。

2.2　NURBS样条定义
k次NURBS样条可表示为分段有理多项式矢函数[9]，

如式（1）所示：

                      （1）

式中， 为权因子，控制顶点
，两者之间相互联系；首末权因子

，其余 ，顺序 k个权因子不同时

为零。 是k次规范B样条基函数，由节点矢量
按德布尔-考克斯递推公式确定。

3　基于NURBS样条的拐角插补算法

3.1　NURBS基函数导矢计算
实际插补过程中，较少用到整条曲线的计算，一

般会计算在某个非零节点区间内对应的B样条基函数及
其导数。在插补预处理时，计算曲率和在弓高误差下的
速度都需要用到NURBS样条的一二阶导矢。那么，需
要确定NURBS样条的一二阶导矢，而确定NURBS样条
表达式的导矢，只要对基函数求导即可。

B样条基函数定义为德布尔-考克斯递推公式，如
式（2）所示：

  （2）

根据德布尔-考克斯递推公式可知，B样条基函数
的导矢公式如式（3）所示：

          （3）

式（2）表明，对B样条基函数 求一阶导
数，即将式（2）中两个低一次的B样条的系数对u求一
阶导数，然后乘以次数k。

在一阶导求导基础上，对式（3）中第一个等式两
边对求导。括号中两个分式的分子为基函数形式，他们
的导矢即为式（3）第一个等式的形式，代入即可求出
基函数的二阶导，如式（4）所示：

                                                                           （4）

根据数学求导法则，对式（1）两边对u求一阶
导，即可得到NURBS曲线解析式一阶导矢的表达式，
如式（5）所示：
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（5）

把式（3）中第一个等式代入上式，即可求得
NURBS曲线一阶导矢的计算公式。

对式（5）两边对u求导，即可得到NURBS曲线的
二阶导矢计算公式，如式（6）所示：

（6）

把式（3）（4）代入上式，即可求得二阶导矢的值。
3.2　曲率计算
曲率计算公式如式（7）所示：

                                       
（7）

式中， 为曲线的曲率， 分别为曲
线上节点 u所确定的点的一阶导数和二阶导数，其结果
由式（5）（6）确定。

根据NURBS拐角过渡模型可知，拐角处的NURBS
轨迹形态已经确定，轨迹左右对称且必然只存在一个拐
点，那么拐点必然存在于中间节点矢量区间内。当一共
存在奇数个节点时，中间节点即为曲率极大值点。当存
在偶数个节点时，中间节点区间的中点必然为曲率极大
值点。通过以上方法，就可以确定曲率极大值对应的参
数u。

3.3　弓高误差限定下的拐点速度
确定拐点后，拐点处的速度按照弓高误差计算如式

（8）所示：

                                （8）
式中， 为按照式（7）计算的曲率半径；

为弓高误差，在实际加工过程中，该误差值为人为设定
的精度值。该值的设定会影响样条拟合时的权重大小，
精度越高，弓高误差越小，样条轨迹越靠近原始轨迹；
精度越低，弓高误差越大，样条轨迹越远离原始轨迹。

根据式（8）,可以计算出在拐点处的速度 。如果
直接按照直线拐角规划，为了保证速度连续，拐角处第
一段直线轨迹的末速度为0，下一段的初速度为0。当采
用样条插补时，拐角处的速度 必然大于0，即前一段

轨迹不用减速到0，后一段轨迹初速度大于0。这样，既
保证了速度连续，又缩短了加工时间。

3.4　NURBS插补点求解
确定以上计算步骤后，接下来就可以求解插补点

坐标。
由于NURBS解析式的反函数难以求解，所以考虑

采用数值方法近似求出轨迹轮廓的步长与解析式中参数 
u的关系[10]。常用的数值近似方法有泰勒展开法。为了
减小计算量，本文采用一阶泰勒展开法。假设数控系统
插补周期为T，当前周期为ti，参数值为ui，下一个周期
为ti+1，参数值为ui+1，那么，有如式（9）所示关系：

                          （9）

切割进给速度 如式（10）所示：

（10）

那么有，

                                    （11）

把式（9）代入式（7）可反算NURBS的插补节点 
u，如式（12）所示：

（12）

根据上式，在给定轮廓步长下，可反算出NURBS曲
线上对应的节点值，代入式（1）,可以得到插补点坐标。

3.5　算法执行逻辑
根据以上分析，可以知道拐角处NURBS样条插补

的算法执行流程如图2所示。
 

图2  拐角NURBS插补算法流程



2021.12    AUTOMATION PANORAMA 71

4　计算实例

4.1　仿真计算实例
以某平面四角形为例，定义左侧第一个尖角为尖

角1，逆时针旋转共四个尖角，各尖角坐标定义如下：
尖角1：(8,13.5)，(7,14)，(6,14.5)，(5,15)，

(6,15.5)，(7,16)，(8,16.5)
尖角2：(17,6)，(18,4)，(19,2)，(20,0)，(21,2)，

(22,4)，(23,6)
尖角3：(32,13.5)，(33,14)，(34,14.5)，(35,15)，

(34,15.5)，(33,16)，(32,16.5)
尖角4：(23,24)，(22,26)，(21,28)，(20,30)，

(19,28)，(18,26)，(17,24)
以上坐标点即为NURBS插补时的控制点。在相同

精度下，拐角处的NURBS样条权重取{1，1.2，1.2，
1.2，1.2，1.2，1}，节点矢量为{0.00，0.00，0.00，
0.00，0.25，0.5，0.75，1.00，1.00，1.00，1.00}，
插补轨迹如图3所示。

 

图3  四角形拐角NURBS插补轨迹图
可以看出，黑色长实线轨迹是原拐角轨迹，星号

标记轨迹是插补轨迹。每个尖角处，都用NURBS样条
做了拟合插补。从整体结果来看，拐角用NURBS处理
后，轨迹整体形态变化不大，能够与原轨迹保持一致。

为了便于分析，将左侧第一拐角细节图放大如图
4所示。可看出，拐角处的实际插补轨迹更加圆滑，符
合预期插补轨迹形态。样条曲率极大值点处切线的垂直
线，与原轨迹拐角相交，相交距离即为精度，该精度值
影响拟合时样条的权重。本文提到的实验暂不考虑精度
的影响。但只要精度给定，插补轨迹形态必然一定，从
而实现精度可控。

 

图4  第一尖角插补细节图
从插补结果来看，本文提到的算法流程正确，能

够完成拐角处的NURBS样条插补。
在确定了样条的各项参数后，插补预处理模块确

定拐点处的节点值，计算拐点处能达到的最大速度，
然后计算各分段NURBS样条的长度，结合速度规划模
块，提前规划出各周期的进给速度。在实时插补模块
中，根据进给速度，用一阶泰勒反算插补节点，代入样
条解析式即可求出每个时刻的插补坐标。而由于弓高误
差的限制，能够计算出拐点处能达到的最大速度，大于
原始尖角处的速度0，这样做提高了切割速度，减少了
电机频繁起停造成的效率损失。

为了更直观地分析速度的变化，设拐角处弓高误差
大小为 ，采用七段速度规划模型，对拐角处一半轨
迹的速度进行规划分析，包括原始轨迹和NURBS样条。
轨迹的初始速度、最大速度、加速度等参数均相同，末
速度不同，得到拐角处插补速度曲线如图5所示。

 

图5  速度曲线对比图
从速度曲线可以看出，当采用NURBS插补时，要

比直接插补用时更短，且末速度不为零，为后续轨迹提
供了初速度，加快整个切割过程。



技术纵横Technology72

4.2 　实际切割实例
为了验证以上插补算法的正确性，在我司数控系统

中做了实验验证，拟合精度为0.5mm。切割工件的NC
采用五角星轨迹，分别切割了拐角处不作处理和拐角处
用NURBS处理两种工件，结果如图6、7所示。

 	  
图6a 拐角无样条处理工件图	 图6b 拐角细节图

 	  

图7a 拐角处样条处理后工件图               图7b 拐角细节图
根据实际切割工件可以看出，拐角处经过样条处

理后，其形态更加圆滑，但其偏差是在系统允许的精度
范围内，且经过处理的拐角，速度大于0，能够更快完
成工件切割任务。由于本次切割实验选取的轨迹拐角较
少，时间优势不足以体现。

为了验证本文提到算法在切割效率上的优势，选取
了一个有984段NC的程序进行切割，轨迹中大部分都是
由拐角组成，分别记录了两种方法的切割时间。当拐角

不作处理时，切割时间为65秒；当打开NURBS拐角处
理功能时，切割时间为54秒。由此可以看出，相同轨迹
和速度规划模型下，拐角处做NURBS样条处理后，切
割时间更短，效率更高。

5　结论

为实现各种复杂轨迹间的速度平稳过渡，提高切
割效率，提出了NURBS拐角过渡模型，并对NURBS插
补算法中用到的各项表达式做了推导。最后通过实验，
验证了算法可根据实际切割过程中的加工要求，确定拐
点处的最大切割速度，实现拐角的平滑过渡。与原始直
线段切割相比，缩短了切割加工时间，具有一定的应用
价值。基于NURBS插补的快速性和在描述复杂图形上
的优势，后续考虑在复杂轨迹上应用NURBS插补，达
到全样条处理，并结合更加合理的速度规划模型和衔接
点处的速度处理算法，更大程度上提高切割效率。AP
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